64. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY

Ve

Ulohy domaci casti |. kola kategorie C

1. Urcete vsechny dvojice (x,y) redlnych cisel, ktera vyhovuji soustavé rovnic

\% (iL' + 4) =4- Y,
Viy—4)2=x+8.
RESENT. Vzhledem k tomu, Ze pro kazdé realné ¢islo a plati Va2 = |a|, je dana
soustava rovnic ekvivalentni se soustavou rovnic
ly —4[ =z +8.

Z prvni rovnice vidime, Ze musi byt 4 —y = 0, tedy y < 4. Ve druhé rovnici lze tudiz
odstranit absolutni hodnotu. Dostaneme tak

ly—4=4—y=z+8, tj. —y=z+4
Po dosazeni za x + 4 do prvni rovnice dostaneme
=yl =lyl=4—y.

Protoze y < 4, budeme déle uvazovat dva pripady.

Pro 0 £ y < 4 feSime rovnici y = 4 — y, a tedy y = 2. Nalezené hodnoté y = 2
odpovida po dosazeni do druhé rovnice = —6.

Pro y < 0 dostaneme rovnici —y = 4 — y, kterd vSak nemé feSeni.

Zdvér. Dana soustava rovnic ma pravé jedno feseni, a to (z,y) = (—6,2).

JINY zPUsOB RESENI. Odstranénim absolutnich hodnot v obou rovnicich, tj. roz-
borem ¢ty moznych piipadi, kdy

a) (+420)A(y—420),tj. (z=2—-4)A(y=4),
b) (x+4§0)/\(y—4<0),1u (z 2 —4) A (y <4),
c) (z+4<0)A(y—420),tj. (z< -4 A(y24),
d) (x+4<0)A(y—4<0),tj. (x<—4)A(y<4),

zjistime, ze ptipady a), b), ¢) neposkytuji (s ohledem na uvedena omezeni v jednotlivych
pripadech) zZadné redlné feseni. V pfipadé d) pak dostaneme jediné feseni (z,y) = (-6, 2)
dané soustavy.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

1. V oboru realnych Cisel reste rovnici:
a) |zl =242 [z =-1]
b) 2z4+2|=x+4 [z =-2,z=2]
&) o —1] = |o| — 1 [z 2 1]

2. V oboru realnych cisel feste soustavu rovnic:
a) [x+2=y—1,|y—5=—z[r=-3,y=2
b) |z — 1| =y, |z — 2| = y + 2 [soustava nem3 Feseni]
o) lzf=y+1lz=lyl+1[z21,y20]



2. Petr ma zvlastni hodinky se tremi rucickami — pruni z nich obéhne kruhovy cifernik
za minutu, druhd za 8 minuty a treti za 15 minut. Na zacatku jsou vsechny rucicky
ve stejné poloze. Urcete, za jak dlouho budou rucicky rozdelovat cifernik na tri
shodné casti. Najdéte vSechna resent.

RESENi. Piedstavme si klasicky cifernik s ¢isly 1-12. Bez Gjmy na obecnosti si
predstavme, ze na zacatku jsou vSechny tfi rucicky na cisle 12.

Pootoci-li se 15minutova rucicka o tthel a, pootoci se 3minutova rucicka o thel ba
a minutova rucicka o thel 15a. Jelikoz kazdé dvé rucicky v hledanych polohach spolu
sviraji tthel 120° a 3minuté rucicka je rychlejsi nez 15minutovéa, daji se hledané polohy
ziskat jako feseni rovnice ba — o = k- 120°, kterymi jsou thly a = k- 30°, kde k£ nabyva
kladnych celych hodnot, jez nejsou nasobky tii, jinak by se doty¢né rucicky prekryvaly.

Miuzeme tedy postupovat tak, ze budeme testovat hodnoty a = k - 30° postupné
pro jednotlivé hodnoty cisla k. Skutecné tak zacnéme a pribézné uvidime, jak se daji
po nékolika krocich diky periodi¢nosti ziskat vSechna dalsi feseni dané ulohy.

Uvazujme nejprve k = 1, tedy o = 30°. Pri této hodnoté se pootocila nejrychlejsi
rucicka o tthel 450°. V tomto okamziku se nejpomalejsi rucicka nachazi na cisle 1 cifer-
niku, druha rucicka na cisle 5 a nejrychlejsi rucicka na ¢isle 3. Tento ptipad tedy neni
feSenim dané tulohy.

Necht je dale kK = 2 neboli a = 60°. P¥i této hodnoté se pootocila nejrychlejsi rucicka
o thel 900°. V tomto okamziku se nejpomalejsi rucicka nachazi na ¢isle 2 ciferniku, druhé
rucicka na ¢isle 10 a nejrychlejsi rucicka na ¢isle 6. Tento pripad je tedy jednim feSenim
dané ulohy.

Vidime, ze mtzeme sestavit tabulku, z niz jednoduse vycteme vSechna feseni:

polohy prislusné rucicky na ciferniku

15minutovd 3minutovda minutova  je FeSenim? cas
k=1 1 5 3 ne 1,25 min
k=2 2 10 6 ano 2-1,25 min
k=4 4 8 12 ano 4-1,25 min
k=5 5 1 3 ne
k=17 7 11 9 ne
k=8 8 4 12 ano 8 - 1,25 min
k=10 10 2 6 ano 10 - 1,25 min
k=11 11 7 9 ne
k=12 12 12 12 ne

Do tabulky jsme uvedli i ,zakdazanou“ hodnotu k£ = 12 délitelnou tfemi, pti které se
vSechny tti rucicky prekryji, takze v dalsim pribéhu se budou jejich polohy periodicky
opakovat. Casy, ve kterych to nastane, budou vzdy o 15 minut delsi. Zjistili jsme tak,
ze vSechny hledané casy jsou

) - 1,25 min = (15n + 2,5) min,

) - 1,25 min = (15n + 5) min,
12n + 8)-1,25 min = (15n + 10) min,

) - 1,25 min = (15n + 12,5) min,

kden =0,1,2,...



NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:
1. Jaky tdhel spolu sviraji hodinova a minutova rucicka v 1:30 na ciferniku
a) s 12 éisly, [135°]
b) s 24 &isly? [157,5°]
2. Na ciferniku s 12 ¢isly najdéte vSechny casy, kdy budou hodinova a minutova rucicka
svirat thel 120° v intervalu
55 h, 5.5 h, 754 h, 8- 7 h, 10- 7 h, 11- 75 b,

4
23 & h,

-

) 1
13- 2 h,14-2% h, 16-

-

3. Simona a Lenka hraji hru. Pro dané celé c¢islo k takové, Ze 0 < k < 64, vybere
Simona k policek sachovnice 8 X8 a kaZdé z nich oznaci krizkem. Lenka pak Sachov-
nict nejakym zpusobem vyplni dvaatriceti dominovymi kostkams. Je-li pocet kostek
pokryvajicich dva krizky lichy, vyhrdvd Lenka, jinak vyhrdvda Simona. V zdvislosti
na k urcete, ktera z divek md vyhravajict strategii.

RESENI. Reseni rozdélme podle hodnoty ¢isla k.

Je-li k£ = 0, je pocet kostek pokryvajicich dva krizky roven nule, proto vyhraje
Simona.

Je-li 0 < k < 32, umisti Simona kiizky napt. jen na bila pole Sachovnice. Pak pod
zéddnou kostkou nejsou dva ktizky, proto vyhraje Simona.

Je-li k > 32, k sudé, umisti Simona 32 krizk® na bila pole a zbylé kiizky kamkoli.
Pak pod sudym poctem kostek jsou dva kiizky (takovych kostek je totiz pravé k — 32,
protoze kazda dominova kostka pokryva jedno bilé a jedno ¢erné pole Sachovnice), takze
vyhraje Simona.

Je-li 32 < k £ 61, k liché, nenapiSe Simona kiizky do tii poli v jednom z ,bilych
rohii“, tj. do rohového bilého a do dvou sousednich ¢ernych poli, ale napise je do vSech
ostatnich 31 bilych poli a zbytek do jakychkoli ¢ernych poli (kromé zminénych dvou). Na
bilych polich je tedy lichy pocet kiizkt a na ¢ernych sudy pocet kiizkt. Kolem kazdého
¢erného pole s krizkem jsou vSechna bila pole také s kiizkem, proto kazda kostka, ktera
zakryva Cerné pole s kiizkem, zakryva dva ktizky. Jiné kostky dva kiizky nezakryvaji.
Proto opét vyhraje Simona.

Je-li k = 63, nejsou dva kiizky jen pod jedinou kostkou, proto v takovém ptipadé
vyhraje Lenka, a to bez potieby jakékoli strategie.

Shrnuti: Pro kazdé 0 < k < 64, k # 63, ma vitéznou strategii Simona, pfi k = 63
vitézi automaticky Lenka.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:
1. Reste danou tlohu pro Sachovnice 2 x 2 a 4 X 4.

2. Jak se zméni vysledek dané tlohy, budeme-li misto dvou k#izka pod kostkou uvazovat
podminku, ze pod kostkou neni ani jeden kiizek?

3. Simona a Lenka hraji hru. Pro dané celé ¢islo k takové, ze 0 < k < 9, vybere Simona
k policek Ssachovnice 3 X 3 a na kazdé z nich napise ¢islo 1, na ostatni policka napise
¢islo 0. Lenka pak Sachovnici néjakym zpusobem pokryje tfemi triminovymi kostka-
mi, tj. kostkami tvaru 3 x 1, a ¢isla pod jejimi policky vynasobi. Je-li pocet kostek
se soucinem 0 lichy, vyhrava Simona, jinak vyhrava Lenka. V zavislosti na k urcete,
kolikaprocentni vitéznou strategii ma Simona. [80%)]



4. Oznacme E stied zdkladny AB lichobéiniku ABCD, v némZ plati |AB| : |CD| =
= 3 : 1. UhlopFicka AC protind usecky ED, BD po tadé v bodech F, G. Urcete
postupny pomer

|AF|: |FG|:|GCI.

RESENI. JelikoZ v zadani i v otézce tlohy jsou jen poméry, mizeme si délky stran
lichobézniku zvolit jako vhodna konkrétni ¢isla. Zvolme tedy napt. |AB| = 6, pak |[AE| =
= |BE| = 3 a |CD| = 2. Hledané délky ozna¢me |[AF| =z, |FG| =y, |GC| = z. Tyto
délky jsme vyznagcili na obr. 1 stejné jako tti dvojice shodnych thli, které nyni vyuzijeme
k tvaham o trojuahelnicich podobnych podle véty uu.

Trojthelniky ABG a CDG jsou podobné, proto (z +y) : 2z =6:2 =3 : 1. Také
trojuhelniky AEF a CDF jsou podobné, proto x : (y + z) = 3 : 2.

D 2 C

A 3 E 3 B
Obr. 1

Odvozené iméry zapiseme jako soustavu rovnic

r+y—32=0,
20 — 3y — 32 = 0.

Jejich odectenim ziskdme rovnost x = 4y neboli x : y = 4 : 1. Dosazenim tohoto
vysledku do prvni rovnice dostaneme 5y = 3z neboli y : 2 = 3 : 5. A spojenim obou
pomeéri ziskame vysledek x : y: 2z =12:3:5.
NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:
1. Lichobéznik ABCD ma zakladny o délkich |AB| = a, |CD| = ¢, jeho thlopticky se
protinaji v bodé U.
a) Dokazte, ze trojihelniky ABU a CDU jsou podobné a uréete pomér podobnosti.
Jaky je pomér obsahii téchto trojuhelniki? [a? : c?]
b) Dokazte, Ze obsahy trojuhelniki ADU a BCU jsou stejné.
2.Jea:b=1:2,b:c=3:4,c:d=5:6.Urletea:b:c:d. [15:30:40 : 48]

5. Rozdil dvou prirozenych cisel je 2010 a jejich nejvétsi spolecny delitel je 2 014krat
mensi nez jejich nejmensi spolecny ndsobek. Urcete vsechny takové dvojice cisel.

RESEN. Ozna¢me hledana &isla a a b (a > b) a d jejich nejvétsi spolecny délitel.
Pak a = md, b = nd, kde m > n jsou nesoudélnd cisla. Protoze nejmensi spole¢ny
nasobek c¢isel a, b je ¢islo mnd, dosazenim do zadanych vztahti dostaneme rovnosti

a—b=(m—mn)d=2010,
mnd = 2014d neboli mn = 2014.

Podle rozkladu na prvocinitele 2014 = 2 - 19 - 53 vypiSeme vSechny mozné dvojice
(m,n) a pro kazdou z nich se piesvéd¢ime, zda ¢islo m — n je délitelem ¢isla 2010.
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V kladném piipadé prislusny podil udava cislo d a vypocet neznamych a = md a b = nd
je nasnadé:
a)m=2014an=1 m—n=2013 nedéli 2010;
b)m=19-53=1007an=2: m—n=1005|2010,d=2,a=1007-2=2014,
b=2.2=4;
c)m=2-53=106 an=19: m —n = 87 nedéli 2010;
d)m=53an=2-19=38 m—n=15|2010,d = 134, a = 53 - 134 = 7102,
b=38-134 = 5092.
Zaver: Hledand ¢isla tvori jednu z dvojic (2014,4) nebo (7102,5092).
NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:
1. Najdéte vSechny délitele ¢isla 2014. [1,2,19,38,53,106,1007,2014]
2. Rozdil dvou pfirozenych cisel je 5 a jejich nejvétsi spolecny délitel je 6krat mensi nez
jejich nejmensi spoleény nasobek. Urcete obé takové dvojice Cisel.
3. Dokazte, ze pro kazda dvé pfirozena cisla a, b a jejich nejvétsiho spolecného délitele D
a jejich nejmensi spolecny nasobek n plati ab = nD.
4. Plati pro kazda tfi ptirozena cisla a, b, c a jejich nejvétsiho spolecného délitele D a jejich
nejmensi spoleény nasobek n rovnost abc = nD?
5. Maji-li pfirozena cisla a, b nejvétsiho spole¢ného délitele D, maji stejného nejvétsiho
spole¢ného délitele i ¢isla a, b, a — b, a + b. Dokazte. Plati stejné tvrzeni pro nejmensi
spole¢ny nasobek?

6. Najdéte nejmensi pFirozené éislo n takové, Ze v zdpise c¢isla v/n ndsleduji bezpro-
stredné za desetinnou carkou dvé devitky.

RESENT. Oznaéme a nejblizsi vétsi piirozené éislo k iracionalnimu é&islu /n. Podle
zadani pak plati a—0,01 < \/n. Protoze a? je pfirozené ¢islo vétsi nez n, musi dohromady
platit

(a—0,01)2<n<a® -1,

Po tpravé nerovnosti mezi krajnimi vyrazy vyjde

1
—a 21,0001 neboli a = 50,005.

50
Jelikoz je ¢islo a celé, plyne odtud a = 51. A protoze
102
51 —0,01)% = 2601 — — € (2599,2600
( ) ) 100 + 1002 ( ? )7

je hledanym ¢islem n = 2 600.

Poznamka. Za spravné teSeni lze uznat i feSeni pomoci kalkulacky. Maji-li totiz
byt za desetinnou carkou dvé devitky, musi byt ¢islo n hodné blizko zleva k néjaké
druhé mocniné. Proto staci na kalkulacce vyzkouset cisla \/§, \/g, V15 atd. Jelikoz je
512 = 2601, najdeme, ze /2600 = 50,990 195. ..

Pracnéjsi tlohou by bylo najit nejmensi ¢islo n, pro néz za desetinnou ¢arkou ira-
ciondlniho éisla y/n jsou dvé osmicky, ¢i dvé sedmicky apod.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

1. Neni-li pfirozené ¢islo n druhou mocninou jiného pfirozeného ¢&isla, dokazte, ze v/n je
¢islo iracionalni.

2. Najdéte pomoci kalkulacky nejmensi prirozené ¢islo n takové, ze v zapise iracionalniho
¢isla /n nasleduje bezprostiedné za desetinnou ¢arkou devitka. [v/35 = 5,916079. . ]

3. Najdéte vsechna pfirozend ¢isla n takova, ze v zdpise iraciondlniho éisla v/n néasleduje
bezprostredné za desetinnou carkou devitka.

4. Najdéte nejmensi pfirozené &islo n takové, Ze v zapise iracionalniho éisla v/n néasleduji
bezprostfedné za desetinnou ¢arkou dvé nuly. [v/2501 = 50,009999. . ]

5. Najdéte nejmensi pfirozené &islo n takové, Ze v zapise iraciondlniho éisla v/n néasleduji
bezprostiedné za desetinnou ¢arkou dvé stejné cifry. [na kalkulacce v/43 = 6,557 438 . . ]
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