64. ro¢nik matematické olympiady

Ulohy krajského kola kategorie B

. Souéin vsech kladnych délitel pfirozeného &isla n je 20%°. Uréete n.

2. Urcete nejmensi hodnotu vyrazu

Veslq_—-
T o

kde z je libovolné realné cislo. Pro ktera x vyraz V této hodnoty nabyva?

Vvoev

stejnou vzdalenost od strany AB, pravé kdyz pro vnitini thly «, 8 pfi vrcholech
A, B plati rovnost tga - tg 8 = 3.
. Na tabuli je seznam cisel 1, 2,3,4,5,6 a ,rovnice®

. 0O [

Marek s TomaSem hraji nasledujici hru. Nejprve Marek vybere libovolné ¢islo ze
seznamu, napise je do jednoho z prazdnych policek v ,rovnici“ a ¢islo ze seznamu
smaze. Poté Tomas vybere nékteré ze zbyvajicich ¢isel, napise je do jiného prazd-
ného policka a v seznamu je smaze. Nato Marek provede totéz a nakonec Tomas
doplni tii zbyla cisla na tii zbyvajici volna policka v ,rovnici“. Marek vyhraje, jest-
lize vznikla kvadraticka rovnice s racionalnimi koeficienty bude mit dva rtzné realné
kofeny, jinak vyhraje Tomas. Rozhodnéte, ktery z hrac¢i mtize vyhrat nezavisle na
postupu druhého hrace.

Krajské kolo kategorie B se kona
v utery 31. bfezna 2015

tak, aby zacCalo dopoledne a aby soutézici méli na feSeni
uloh 4 hodiny c¢istého casu. Povolené pomitcky jsou psaci
a rysovaci potieby a skolni MF tabulky. Kalkulatory, note-
booky ani zadné jiné elektronické pomiicky dovoleny nejsou.
Za kazdou tlohu miize soutézici ziskat 6 bodi; bodova hra-
nice k urceni tspésnych fesitel bude stanovena centralné
po vyhodnoceni statistik bodovych vysledki ze vsech krajt.
Tyto udaje se zaktim sdéli pred zahdjenim soutéze.



64. ro¢nik matematické olympiady

Reseni tiloh krajského kola kategorie B

1. Cislo 201 = 239515 je délitelné pouze prvodcisly 2 a 5, hledané ¢islo n musi tedy
byt tvaru n = 225°, kde a, b jsou pfirozens ¢isla. Kazdy jeho kladny délitel je tak tvaru
2958, kde a € {0,1,...,a} a B € {0,1,...,b}, navic z véty o jednoznacném rozkladu
prirozeného ¢isla na soucin prvocisel plyne, ze pro rizna «, 8 dostavame ruzné délitele.

Pro kazdé g € {0,1,...,b} uvazujme nyni vSechny délitele ¢isla n, ktefi jsou déli-
telni ¢islem 5 pravé v mocniné 5. Jsou to

2058 2l5P 92258 . . 2958

a-+1 éisel

a jejich soucin je
20+1—|—2+...+a5(a+1),8 — 2a(a+1)/25(a—|—1),8.

Vynasobime-li vSechny tyto souciny pro f = 0,1,...,b, dostaneme soucin vsech
kladnych délitelu c¢isla n, ktery je tak roven

ga(a+1)(b+1)/25(a+1)b(b+1)/2_

Odtud plyne, Ze pro nalezeni c¢isla n staci vyfresit v oboru prirozenych ¢isel soustavu

rovnic
fa(a+1)(b+1) = 30,

(a+1)b(b+1) = 15.

Vyrazy na obou stranach téchto rovnic jsou zrejmé nenulové, jejich vydélenim dostaneme
po upravé a = 2b, dosazenim do prvni rovnice soustavy pak

(1)

b(b+ 1)(2b + 1) = 30.

Protoze 30 = 2-3-5, vidime, Ze jedno FeSeni je b = 2. Protoze funkce z(z +1)(2x+1) je
na mnoziné kladnych ¢isel jako soucin tii kladnych rostoucich funkci sama rostouci, je
toto FeSeni jediné. Soustava (1) ma proto jediné feseni a = 4, b = 2, kterému odpovida
hledané piirozené &islo n = 2452 = 400.

Existuje jediné prirozené cislo n, které vyhovuje podminkam tulohy, a to n = 400.

Za, Gplné Feseni udélte 6 bodi. Z toho za poznatek, ze kazdy délitel &isla n je tvaru 2458 udélte 1 bod,
za nalezeni jejich soucinu udélte dalsi 2 body, za sestaveni soustavy (1) (¢i soustavy s ni ekvivalentni)
dalsi 1 bod, za jeji spravné vyfeseni a nalezeni éisla n zbyvajici 2 body. Pokud z metody feseni (1)
nebude vyplyvat, Ze nalezené feseni je jediné a student to nezdivodni, strhnéte 1 bod. Pokud fesitel
pouze dokaze, ze Cislo n = 400 ma pozadovanou vlastnost bez naznaku jeho odvozeni, udélte 2 body
(k témto bodim nelze pfic¢ist body podle predchézejiciho schématu).

2. Uzijeme znamou nerovnost
ktera plati pro libovolné kladné realné cislo a, protoze vznikne algebraickou upravou

zfejmé nerovnosti (v/a — 1/ \/5)2 2 0. Odtud také plyne, Ze rovnost v ni nastane, pravé
kdyz a = 1.



Jednoduchou tpravou vyrazu V dostaneme podle (1) pro kladné a = %(2932 +1)

V_<2x2+1+ 2 > 1
a 2 222 + 1 2

v
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|
N —
|
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Rovnost v této nerovnosti nastane, pravé kdyz %(21‘2 +1) =1, tj. préavé kdyz x = :l:%\/ﬁ

Nejmensi hodnota vyrazu V je %, vyraz této hodnoty nabyva pro x = :I:%\/ﬁ

Jiné feSeni. Uprava

v 2 2 224 + 22 4 2
= X = =
222 4+ 1 222 4+ 1
_3(22® -1 +32°+3 1 (2x2—1)2+§
222 + 1 2 22241 2’

jez je korektni pro kazdé redlné c¢islo x, ukazuje, ze V = %, pritom rovnost nastane,
pravé kdyz 222 — 1 = 0 neboli x = :l:%\/ﬁ
Za Uplné feseni udélte 6 bodu. Nerovnosti typu (1) (odpovidajici AG nerovnosti pro dvé neziporna

¢isla) lze povazovat za obecné znadmé a neni tieba je dokazovat. Pokud nebudou (spravné) uréeny obé
hodnoty z, pro které V nabyva svého minima, strhnéte 2 body.

3. V trojihelniku ABC ozna¢me V prusecik vysek, T' tézisté, S stfed strany AB
a P a () po fadé paty vysek z vrcholi C' a B (obr. 1).

C

Obr. 1

V ostrothlém trojuhelniku ABC lezi body V' a T uvniti poloroviny ABC a bod P
je vnitfnim bodem usecky AB. Pro a # 3 jsou body V a T razné, a maji tak stejnou
vzdalenost od strany AB, praveé kdyz je primka VT rovnobéznéa s primkou AB. Vzhledem
k tomu, ze bod T déli téznici C'S v poméru 2 : 1, odvozena podminka rovnobéznosti
bude splnéna, pravé kdyz budou trojuhelniky CVT a C'PS podobné, tj. pravé kdyz
bude ve stejném poméru délit i bod V' vysku C'P. Tuto podminku vyjadiime rovnosti

CP| _

v =% (1)



Vvoev

zakladny AB stejnou vzdalenost, pravé kdyz V = T, coz pravé vyjadfuje rovnost (1).

Zbyva tedy ukéazat, ze pomér délek tisecek v (1) se da vyjadrit jako soucin tangent
uhld o a 8. V libovolném ostrotthlém trojuhelniku ABC' plati, ze pravouhlé trojuhelniky
ABQ a VBP se shoduji ve vnitinim thlu pii vrcholu B (obr. 1), jsou tedy podobné
a plati |« BV P| = a. Z pravothlych trojuhelniki VBP a CBP plyne

tga = —|BP’ a tgph= —‘CP‘
SCTwe T BPP
proto obecné plati
CcP BP| |CP
CP| _|BP| CPl _ o o)

\VP|  |VP| |BP|

Nutnou a postacujici podminku (1) tak lze zapsat pomoci (2) jako tga - tg 8 = 3. Tim
je dtikaz ukoncen.

Poznamka. V pripadé a = f lze ovSsem postup z podaného feseni zjednodusit.
Bod T totiz lezi tehdy na vysce C'P, takze méa od strany AB stejnou vzdalenost jako
bod V, pravé kdyz plati V =T, coz je ekvivalentni s tim, ze dany trojuhelnik ABC' je
rovnostranny neboli Ze oba (shodné) thly o a § maji velikost 60°. A to je pravé ten
ostry thel, jehoz tangens mé velikost v/3.

Za plné feSeni udélte 6 bodi, z toho za odvozeni podminky (1) udélte 3 body, za objev podobnych
trojuhelniki ABQ a VBP 1 bod a za dopocet udélte zbyvajici 2 body. Chybi-li vysvétleni, ze tvrzeni
plati i v pfipadé o = (3, strhnéte 1 bod. Jde-li naopak o jediny objasnény pfipad, udélte 1 bod.

4. Oznaéme a, b, c koeficienty vysledné rovnice ax? + bx + ¢ = 0. Ta m4 dva riizné
realné koteny, pravé kdyz je jeji diskriminant (v symbolické podobé)

e (B - BB

kladny.
Ukézeme, ze vyhravajici strategii ma Marek. Nejprve do jmenovatele zlomku pro
koeficient b napise 1.

a) Pokud Toméas obsadi ve svém prvnim tahu jiné misto nez v ¢itateli b, napise do néj
Marek v nésledujicim tahu nejvétsi zbyvajici ¢islo v seznamu (tedy 5 nebo 6). Hod-
nota b? pak bude alesponi 25 a ze zbyvajicich éisel Ize sestavit vyraz 4ac s hodnotou
nejvyse 4 % = 16. Diskriminant vzniklé kvadratické rovnice tak bude jisté kladngy.

b) Predpokladejme, ze Tomas ve svém tahu doplni ¢itatele b. Marek poté ve druhém
tahu napiSe nejmensi zbyvajici ¢islo v seznamu (2 nebo 3) do ¢itatele a (nebo c).

(i) V ptipadé, ze Tomas v prvnim tahu napsal do ¢itatele b ¢islo 2, je hodnota b?
rovna 4 a nejvétsi mozna hodnota 4ac (s pfihlédnutim ke druhému Markovu
tahu) je 4 % = % < 4, proto diskriminant vzniklé kvadratické rovnice bude
opét kladny.

(ii) V pfipadé, ze Tomas v prvnim tahu napsal do ¢itatele b jiné ¢islo nez 2, je
hodnota b? alesponi 9 a hodnota 4ac je nejvyse 4 :2,):—2 = 4, takze diskriminant
vzniklé kvadratické rovnice bude i v tomto pripadé kladny.

Zavér. V dané hie miize vyhrat Marek nezavisle na tazich Tomase. Jeho vitézna
strategie je popsana vyse.



Jiné reseni (podle Barbory Vyborové z Gymnazia na t¥. Kpt. Jarose v Brné).
Popisme jinou Markovu vitéznou strategii pro druhy tah. K tomu oznacme p, g, r
doplnované citatele a s, t, u jmenovatele zlomkt v rovnici takto:

LSRR PR}
] t U
Jak vime, Marek vyhraje, pravé kdyz bude platit
2
(g> —4- pr >0 neboli ¢*su > 4prt?.
t s U

Zatimco Marek prvnim tahem zvoli jmenovatel ¢ = 1 (jako v ptivodnim feSeni), ve svém
druhém tahu nyni vybere ¢itatel p nebo r (aspon jeden z nich Tom&s svym prvnim tahem
nezadd) a zvoli za néj nejmensi dostupné ¢islo. Vzhledem k symetrické roli ¢itatela p a r
v uvedené nerovnosti budeme dale predpokladat, ze Marek svym druhym tahem zvoli
hodnotu p € {2, 3}.

Af Tomas hraje jakkoli, vzdy bude platit t =1, p <3, 7r < 6,9 =2, qsu=>2-4-5,
atedy ¢?su>2-2-4-5=80>72=4-3-6 = 4prt?, takze Marek vyhraje.

Za uplné feseni ude€lte 6 bodt. Za konstatovani, ze vyhravajici strategii ma Marek tim, ze napise 1 do
jmenovatele b, udélte 2 body. Zbyvajicimi 4 body ohodnotte uplnost zbyvajicich ivah.



