64. ro¢nik matematické olympiady

Ulohy klauzurni Casti skolniho kola kategorie A

1. Urcete pocet cest délky 14, které vedou po hranach sité na obrazku z bodu A do
bodu B. Délka kazdé hrany je jedna.
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2. Je dan rovnobéznik ABCD, pii¢emz |AB| = 2|BC|. Urcete vSechny pfimky, které
déli dany rovnobéznik na dva te¢nové ¢tyiuhelniky.

3. Urcete vSechny dvojice (p,q) celych ¢isel takovych, Ze p je celo¢iselnym nasobkem
¢isla g a kvadraticka rovnice 22 + pz + ¢ = 0 mé alesponi jeden celoéiselny kofen.

Klauzurni ¢ast skolniho kola kategorie A se kona
v atery 9. prosince 2014

tak, aby zacala dopoledne a aby soutézici méli na feseni tiloh
4 hodiny cistého casu. Za kazdou tlohu mtize soutézici ziskat
6 bod1, Gspésnym feSitelem je ten zak, ktery ziska 10 bodi
nebo vice. Povolené pomiicky jsou psaci a rysovaci potieby
a Skolni MF tabulky. Kalkulatory, notebooky ani zadné jiné
elektronické pomtcky dovoleny nejsou. Tyto tidaje se zaktim
sdéli pred zahajenim soutéze.



64. ro¢nik matematické olympiady

Reseni tiloh klauzurni ¢4sti $kolniho kola kategorie A

1. Kazda cesta z bodu A do bodu B délky 14 se nutné sklada ze sedmi hran smérem
doprava a sedmi hran smérem nahoru. Postupné zleva doprava a zdola nahoru pripiseme
ke kazdému bodu sité, kolik cest z bodu A sloZzenych z hran vedoucich vzhiru a doprava
do néj vede (obr.1). Pokud se d4 do nékterého bodu pfijit jen z jednoho sméru, bude
pocet cest stejny jako pocet cest vedoucich do bodu, z kterého piichazime. Pokud se da
prijit ze dvou sméri, bude pocet cest souctem pocti cest vedoucich do bodt, z nichz
muzeme prijit. Takto umime vyplnit celou sit. Hledany pocet cest se rovna ¢islu, které
na konci pfipiseme k bodu B. (Pfi vypliiovani mizeme vyuzit osovou soumeérnost podle
piimky AB, a uSetfit si tak ¢ast préce.)
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Jiné reSeni. Pro snadnéjsi vyjadfovani ozna¢me nékteré body sité jako na obr. 2.
Kazda cesta z bodu A do bodu B délky 14 se sklada ze sedmi hran smérem doprava
a sedmi hran smérem nahoru. Uhlopficku X; X tak musi pfetnout pravé jednou, a to
v jednom z Sesti bodu Xi,..., Xg. Pro kazdy z nich spocitame, kolik cest jim vede.
V dalsim textu budeme pod pojmem ,,cesta® rozumét pouze trasy slozené z hran smérem
doprava a nahoru.

X1

Xo

X6

Obr. 2



Vzhledem k tomu, zZe sit je osové soumérna podle pfimky X1 Xg, je obrazem kazdé
cesty z A do X; pro kazdé ¢ = 1,2,...,6 v této osové soumérnosti cesta z X; do B
a naopak. Pocet cest z A do X; je proto roven poctu cest z X; do B. Jelikoz kazdou
cestu z A do X; mizeme zkombinovat s libovolnou cestou z X; do B, je celkovy pocet
cest z A do B vedouci bodem X; roven druhé mocniné poctu cest z A do X;. Staci tedy
ur¢it pocet cest z A do X; pro kazdé i = 1,2,...,6 a tato ¢isla umocnit na druhou
a secist:

e Do bodu X; vede z A jedina cesta slozena ze sedmi hran nahoru.
e Do bodu X5 vede z A celkem 7 cest — pravé jedna ze sedmi hran musi vést doprava

a muze to byt kterdkoli v jejich poradi na cesté.

e Do bodu X3 se da z A dostat jediné nékterym (pravé jednim) z bodua Y, Z, W:
> Bodem Y vede jedina cesta.
> Do bodu Z vedou z A ¢tyfi cesty (jedna ze ¢tyf hran je doprava), z bodu Z
do X3 vedou t¥i cesty (jedna ze tii hran je nahoru). Bodem Z do bodu X3 tak
miizeme projit 4 - 3 = 12 zptisoby.
> Do bodu W vedou z A ¢&tyfi cesty (jedna ze étyf hran je nahoru), z bodu W
do X3 vede jedina cesta. Bodem W proto vedou Ctyfi cesty.

Z A do X3 tedy vede celkem 1+ 12 4+ 4 = 17 cest.

Jelikoz sit je osové soumérnd i podle primky AB, do bodu X4, X5, X4 vede z A postupné
stejny pocet cest jako do bodi X3, Xo, X;. Vzhledem k uvedenému je celkovy pocet
cest z A do B roven

P74 17 417 + 7% 412 = (1 4+ 49 4 289) - 2 = 678.

Jiné resSeni. Uvedme nejdiive znamé pomocné tvrzeni: Pokud je sit ,, kompletni®
a ma sirku m a vysku n, je pocet cest délky m+n vedoucich z levého dolniho do pravého
horniho rohu roven (m+”). Kazd4 takova cesta je totiz jednoznacné uréena posloupnosti
m nul a n jednic¢ek, v niz nula ¢i jednicka na k-tém misté znamenad, ze v k-tém kroku
cesty zahneme doprava ¢i nahoru.

,Cestou* budeme opét rozumét pouze cesty slozené z hran smérem doprava a naho-
ru. Kdyby byla sit kompletni, vedlo by z A do B celkem (174) = 3432 cest. Z nich musime
vylouc¢it ty cesty, které vedou nékterym z bodu P, Q, R, S (obr.3). Pro X € {P,Q, R, S}
ozna¢me My mnozinu vSech cest z A do B vedoucich zvolenym bodem X. Pocet tako-
vych cest je zfejmé roven soucinu poctu cest z A do X a poctu cest z X do B.
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Z uvedeného vzhledem ke ziejmé symetrii bodi P, S a bodt R, ) dostavame

4 10 7 7
Mp| = |Mg| = . =1512 Mg| = M| = . =441
el = sl = (5) - (7)) <1512 Mal = Mol = (7) - (7) = a1

Nékteré cesty z A do B vsak prochazeji vicero body P, @, R, S. Abychom vypocitali
pocet prvkil sjednoceni mnozin Mp, Mg, Mg, Mg, potfebujeme jesté urcit pocty prvki
pruniki dvojic a trojic z téchto mnozin (prunik vSech ¢tyf mnozin je prazdny, protoze
zadna cesta nevede soucasné obéma body R i Q).

Z jednoduchého zobecnéni tuvahy o poc¢tu cest vedoucich z A do B danym bodem X
vyplyva, ze pocet cest, které vedou z Y,y postupné body Y1, Ys, ..., Yii1, je roven soucinu
poctii cest z Y; do Y41 pro i = 0,1,...,k. Pokud tedy ozna¢ime My,y,  y, mnozinu
vsech cest vedoucich z A do B postupné body Y7, Y5, ..., Yy, pro pocty prvki mnozin
dostaneme (opét vyuzijeme symetrii)

4 7
Mpo| = Mpr| = [Mas| = Mos| = (2) . (2> _ 126,

Mps| = (;‘) - (2) - (;1) —720,  |Mpos| = Mprs| = (;l) 1 (;l) — 36.

Ostatni pruniky (se zastoupenim obou mnozin Mg a Mpg) jsou prazdné.
Z principu exkluze a inkluze pak plyne

IMp UMg UMg UMs| = [Mp| +[Mq| + [Mg| + [Ms| —

— (IMp N Mg| + [Mp N Mg| + [Mp N Mg| + [Mg N Mg| 4+ Mg N Mg| + [Mg N Mg|) +

+ (IMp N Mg N Mg| + [Mp N Mg N Ms|+ [Mp N Mg N Mg|+ Mg N Mg N Mgl|) —

— [Mp N Mg N MgNMg| =
=2-1512+2-441 — (4-126 + 720 +0) + (2-36 +2-0) — 0 = 2754.

Cest z A do B, které nevedou pies zadny z boda P, Q, R, S, je 3432 — 2754 = 678.

Za Uplné teseni udélte 6 bodu. Pokud Zédk ma spravny postup a jen se splete pfi numerickych vypoctech,
strhnéte 1-2 body.

Pokud zak postupuje jako u prvniho feSeni, tabulku vsSak nedokonc¢i, udélte 3 body, pokud je
z feseni ziejmé, ze zak chéape princip vyplnovani u ,,dér“; v opacném piipadé dejte nejvyse 2 body.

Pokud zék postupuje jako pfi tfetim FeSeni, ale nespravné pouzije princip inkluze a exkluze (napf.
zapomene na priuniky trojic mnozin), dejte nejvyse 3 body.

Za praci, v niz jsou uvedeny pouze dil¢i vysledky napf. z nékterého zde uvedeného feseni (bez
naznaku dalsiho postupu), dejte nejvyse 2 body.

2. Prti feseni vyuzijeme znamé kritérium: konvexni cCtyriihelnik je tecnovy, prave
kdyz soucet délek jedné dvojice jeho protéjsich stran se rovna souctu délek druhé dvo-
jice.l

Ma-li primka délit rovnobéznik na dva ctyriahelniky, musi prochazet vnitinimi body
dvou jeho protéjsich stran. Rozebereme obé moznosti.

Uvazujme nejdiive délici primku spojujici body P, () uvnitt stran AB, CD.
Ozna¢me b délku strany BC' a ¢, x a y postupné délky useéek PQ, AP a D(Q (obr.4,

1 Jedna implikace jednoduse plyne ze shodnosti tseku tecen z libovolného vrcholu teénového Etyt-
uhelniku k vepsané kruznici.
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kde jsme pii popisu délek vyuzili toho, ze |AB| = 2b podle zadani). Pfedpokladejme,
ze pfimka P(Q vyhovuje podminkam tlohy. Pro teénové ¢tytuhelniky APQD a BPQC
pak plati

b+c=xz+y,
b+c=(20—x)+ (2b—y) = 4b— (z + y).
Sectenim obou rovnic dostaneme 2(b + ¢) = 4b neboli ¢ = b. Dosazenim do prvni

rovnice vyjde = + y = 2b neboli x = 2b — y. To znamen4, ze |AP| = |CQ)|. V stfedové
soumérnosti podle stfedu S rovnobézniku se proto bod P zobrazi do bodu @), tudiz
primka P() prochéazi bodem S ten je zaroven stiedem usecky PQ).

Z vyse uvedeného vyplyva, ze body P, @ lezi na kruznici k(S; %b) Jeji priseciky
se stranami AB a C'D daného rovnobézniku (soumérné sdruzené podle stfedu .S) urcuji
polohu bodu P a @, tedy hledanou pfimku P(Q). Pfitom pro kazdou takto nalezenou
pfimku PQ prochazejici bodem S plati |PQ| = b a |AP| + |QD| = |AP| + |PB| =
= |AB| = 2b = |AD|+|PQ)|, takze jak ¢tyfthelnik APQD, tak i CQPB s nim soumérné
sdruzeny jsou opravdu te¢nové. Vsechna feseni tilohy jsou proto urcena prave pruseciky
kruznice k se stranami rovnobézniku.

Podle trojuhelnikové nerovnosti pro trojuhelnik ABD je b + |BD| > 2b. Odtud
plyne |[BD| > b ¢&ili |SB| > 1b, tudiz B je vn&jsim bodem kruznice k. Stejny zavér
plati i pro ostatni vrcholy rovnobézniku ABC'D. Vsechny spoleéné body kruznice k
s piimkami AB a C'D tedy lezi uvnitf stran rovnobézniku.

D Q2 Q1 C D Q C
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Obr. 5 Obr. 6

V piipadé, ze ABCD je kosodélnik (obr.5), je jeho vyska na stranu AB mensi
nez b a vzdalenost stfedu S od pfimek AB a C'D je menS$i nez %b, takze kruznice k
ma dva priseciky s obéma delSimi stranami a tloha méa v tomto piipadé dvé reseni —
jedno odpovidé rozdéleni kosodélniku na dva shodné kosoctverce a druhé na dva shodné
rovnoramenné lichobé&zniky?.

2 Tém se d4 kruznice i opsat, jsou tedy v dané situaci dokonce dvojstredové.



Pokud je ABCD obdélnik (obr.6), jsou obé jeho delsi strany te¢nami kruznice k,
ktera tak ma s kazdou z nich spole¢ny praveé jeden bod, tudiz existuje prave jedno resent,
jez odpovida rozdéleni daného obdélniku na dva shodné ctverce.
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Uvazujme nyni pfipad, kdy body P a @ jsou vnitinimi body obou kratsich protéjsich

stran daného rovnobézniku, napt. necht P je vnitinim bodem strany BC' a () je vnitinim
bodem strany DA (obr.7). Ve &tyftuhelniku ABPQ pak jiz sama strana AB méa vétsi
délku nez soucet délek stran BP a QA, protoze |AB| = 2b a |BP| + |QA| < |BC| +
+ |DA| = 2b. Kritérium z tivodu feSeni tedy nemtize byt splnéno a dalsi feseni v tomto
pripadé nedostaneme.
Za tplné reseni udélte 6 bodi, z toho 1 bod za vylouceni pripadu, ze primka protina kratsi strany, 1 bod
za uvedeni rovnosti vyjadfujicich podminky, ze ¢tyriahelniky jsou teénové, 1 bod za odvozeni rovnosti
¢ = b, 1 bod za odvozeni rovnosti |[AP| = |CQ| a 2 body za dokonéeni FeSeni. Jeden bod strhnéte,
pokud si z4k neuvédomi, ze v ptipadé obdélniku je jen jedno feSeni. Za uhodnuti Feseni (tj. pokud jsou
pouze uvedena obé rozdéleni na kosoCtverce a rovnoramenné lichobézniky, ale chybi postup dokazujici,
Ze jiné Feseni neexistuji) dejte 2 body — po jednom za kazdé Feseni.

3. V celém feseni budeme pro zjednoduseni pojmem ndsobek rozumét vzdy celo-
¢iselny nasobek.

Predpokladejme, Ze dvojice (p,q) celych ¢isel vyhovuje podminkdm tlohy. Pokud
ma uvazovand kvadraticka rovnice jeden z korent celociselny, je i druhy koren celociselny,
nebot podle Vietovych vztahtt kofeny 1, z2 a koeficient p uvazované kvadratické rovnice
splnuji podminku z; + x5 = —p. Pro oba celoc¢iselné koteny x1, xs navic plati z1x2 = q.

Podle zadéani je proto soucet x; 4+ x2 nasobkem soucinu zixo, a tedy i nasobkem
kazdého z korend x1, x2. Rozdil dvou nasobkti daného cisla je opét nasobkem tohoto
¢isla, proto i (z1 + x2) — 1 = z2 je nasobkem ¢isla z7. Analogicky je z; nésobkem
¢isla xo. Aby byly kofeny navziajem svymi ndsobky, nutné musi platit bud z, = —x1,
nebo xry = x1. Oba pripady dale vySetiime zvIast.

e Pokud x5 = —x21, tak p = — (71 + 22) = 0 a ¢ = —27 < 0. Jelikoz 0 je nadsobkem
kazdého celého ¢isla, hodnota x; mtze byt libovolnym celym ¢islem a dané tloze
vyhovuje kazda dvojice (p,q) = (0, —n?), kde n je libovolné celé ¢islo (pro vygene-
rovani vSech rizngch feSeni samoziejmé staci uvazovat jen nezaporné hodnoty n).

e Pokud zo = 21 = x, tak p = —22 a ¢ = 22. Aby bylo 2z nisobkem 2, musi
byt bud x = 0, nebo 2 nasobkem ¢isla x. Prvni pfipad pfislusi feseni (p,q) =
= (0,0), které uz jsme obdrzeli i v pfedchozim pfipadé pro n = 0. V druhém
pripadé z lezi v mnoziné {—2, —1, 1,2}, ¢emuz postupné odpovidaji dvojice (p, q) €
€{(—-4,4),(-2,1),(2,1),(4,4)}. VSechny ¢&tyfi ziejmé spliuji podminky zadéni.
Odpoved. Uloze vyhovuji dvojice (—4,4), (—2,1), (2,1), (4,4), jakoz i vSechny dvo-

jice (0, —n?), kde n je libovolné nezaporné celé ¢islo, a zadné jiné.



Jiné fesSeni. Piedpokladejme, ze dvojice (p,q) vyhovuje zadéni, a oznacme x;
celociselny kofen dané rovnice a k takové celé ¢islo, ze p = k - q. Pak plati

r? +krig+q=0 neboli r? = —q(kzy +1).

V pripadé, ze r1 = 0, dostavame ¢ = 0, a tedy i p = 0.
Pokud x; # 0, je x% nenulovym nasobkem c¢isla kx; + 1. Protoze cisla kx1 + 1 a xq,
a tedy i ¢isla kx; + 1 a 22 jsou nesoudélna,® je to mozné jen v ptipads, ze kzy +1 €
e {1,—-1}.
e Pokud kx;+1 =1, je kz; = 0 a z nenulovosti x; plyne k = 0. Proto ¢ = —2%, p =0
a podobné jako v prvnim feseni dostavame vyhovujici dvojice (p, q) = (0, —n?), kde
n je libovolné celé ¢islo (hodnota n = 0 zahrnuje i pfipad z; = 0, ktery jsme jiz
provérili samostatné).
e Pokud kzq+1 = —1, je kx; = —2, tedy dvojice (k,z1) je nékterou z dvojic (1, —2),
(2,-1), (=2,1), (—1,2), snadno jiz dopo¢itdme p = kx3 = —2x; a ¢ = 2%, a dosta-
neme tak zbyla reseni jako pfi prvnim postupu.

Pozndmka. Rozbor rovnice
23 + krig+q=0 (1)

z predchoziho fegeni Ize provést i bez tivahy o nesoudélnosti. Skute¢né, z (1) plyne q | 22
a1 | g, odkud 22 | 214, a proto z (1) dokonce plyne z7 | ¢, coz spolu s q | 23 vede
k zévéru, ze ¢ = +x3. Po dosazeni q = z? piejde (1) do tvaru z3(2 + kx1) = 0, po
dosazeni ¢ = —x2 do tvaru ka3 = 0. Z4avér feseni je pak stejny jako pfi piivodnim
postupu.

Za uplné feseni udeélte 6 bodu. Pfi prvnim postupu dejte 2 body za uvedeni Vietovych vztahti spolu
s argumentem o celociselnosti x2, 2 body za odvozeni 2 = +x1 a po jednom bodu za dokonceni kazdé
vétve. Pfi druhém postupu dejte 2 body za odvozeni rovnosti 33% = —q(kz1 + 1), 2 body za vysvétleni,
pro¢ kx1 + 1 € {1,—1}, a po jednom bodu za dokonéeni kazdého ptipadu. Pokud zdk (pfi jakémkoli
postupu) neuvazuje nékterou z dvojice vétvi a ve vysledku mu tak nékteré feseni chybi, udélte celkem
nejvyse 4 body. Pokud zak tkol nevytesi, ale uhodne vsechna feseni, dejte 2 body; pri uhodnuti jedné
(kompletni) vétve feseni dejte 1 bod.

3 Cisla kxz1 + 1 a £1 mohou byt i zdporna, nesoudélnost je i tehdy dobie definovana.



