64. ro¢nik matematické olympiady

Ulohy klauzurni Casti skolniho kola kategorie B

1. Predpokladejme, ze prirozené c¢islo a méa 15 kladnych déliteli. Kolik jich mtze mit
prirozené ¢islo b, kdyz nejmensi spole¢ny nasobek cisel a a b ma 20 kladnych déli-
tel?

2. Oznac¢me P prusecik uhlopficek konvexniho ¢tytuhelniku ABCD. Vypoctéte jeho
obsah, jestlize obsahy trojuhelnikdt ABC, BC'D a DAP jsou po fadé 8 cm?, 9 cm?,
10 cm?.

3. Dokazte, ze pro libovolna kladnéa realna cisla a, b, ¢ plati

ab L+ be . ca <3
a2 —ab+b%2 b2 —bc+c?2 c2—cata? T

Urcete, kdy nastane rovnost.

Klauzurni ¢ast skolniho kola kategorie B se kona
ve ¢ctvrtek 22. ledna 2015

tak, aby zacala dopoledne a aby soutézici méli na feseni tloh
4 hodiny cistého casu. Za kazdou tlohu mtize soutézici ziskat
6 bodi, Gspésnym reSitelem je ten zak, ktery ziskd 10 bodi
nebo vice. Povolené pomitcky jsou psaci a rysovaci potieby
a Skolni MF tabulky. Kalkulatory, notebooky ani zadné jiné
elektronické pomtcky dovoleny nejsou. Tyto tidaje se zaktim
sdéli pred zahajenim soutéze.



64. ro¢nik matematické olympiady

Reseni tiloh klauzurni &4sti $kolniho kola kategorie B

1. V domécim kole jsme ukazali, ze prirozené cislo, jehoz rozklad na soucin prvo-
¢isel je p'p5° ...pL", kde pi,p2,...,pr jsou navzajem rizna prvocisla a ag,as,...,ax
pfirozena ¢isla, ma pravé (a; + 1)(a2 + 1) ... (ar + 1) kladnych déliteld.

Existuje jediny rozklad ¢isla 15 na soucin nékolika prirozenych cisel vétsich nez 1,
a to 15 =3 - 5. Jelikoz c¢islo a mé 15 délitelty, je jeho rozklad na soucin prvocisel tvaru

pi* mnebo p3ps,

kde p1, p2 # p3 jsou prvocisla. Vsechny rozklady ¢isla 20 na souc¢in nékolika ptirozenych
C¢isel vétsich nez 1 jsou 20 =2-10=4-5=2-2-5. Jelikoz nejmensi spole¢ny nasobek n
obou ¢isel a a b ma 20 déliteld, je jeho rozklad na prvocinitele tvaru

a1’y @43, diqs mnebo geqrqs,

kde q1, g2 # q3, 94 7# G5, @6 7 q7 7 g8 7# Qe jsou prvocisla.
Cislo a je vsak zaroven délitelem éisla n. To nastane pouze v nasledujicich piipadech:

a) p1 = q1, tedy a = pi* a n = pl°. Vyhovuje pouze b = pi%, a &slo b m4 tedy prave
20 kladnych déliteld.

b) p2 = q4 a p3 = g5, tedy a = p3ps a n = pips, tudiz b = p3pg, kde o € {0,1,2,3,4}.
Cislo b m4 v tomto piipadé 4(1 + «) déliteli, coz jsou vSechna &isla z mnoziny
{4,8,12,16,20}.

Zavér. Cislo b miize mit 4, 8, 12, 16 nebo 20 délitel?.

Za uplné feseni udélte 6 bodl. Z toho za vypis vSsech moznosti prvociselného rozkladu cisel a a n udélte
po 1 bodu, za nalezeni vSech moznosti, kdy a | n udélte 1 bod, za nalezeni vSech moznych tvaru ¢isla b
udélte v ptipadech a) a b) po 1 bodu a koneéné 1 bod udélte za uréeni vSech moznych pocttu délitelu
¢isla b. Reseni, ve kterém je jeden z pfipadii a) nebo b) opomenut, oceiite nejvyse 2 body.

2. Oznaéme Sxyz obsah trojthelniku XY Z vyjadieny v cm? a dale oznacme
S = Sapp. Podle zadani plati Sapp = 10, S+ Spcp =8, Sgep + Scpp = 9. Z druhé
rovnosti plyne Spocp = 8 — S, dosazenim do tfeti rovnosti pak vyjde Scpp =1+ S
(obr. 1).
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Obr. 1

Trojahelniky ABP a ADP maji shodnou vysku z vrcholu A. Pro pomér jejich
obsaht proto plati S': Sapp = |BP|:|DP|. Podobné pro trojahelniky BCP a CDP
dostaneme Spcp : Scpp = |BP| : |[DP|. Odtud jiz plyne S : Sapp = Spcp : Scpp,
coz vzhledem k odvozenym vztahim znamena

S 8-S
10 1+S



Po upravé pak dostaneme pro S kvadratickou rovnici
S +115 —80 = (S +16)(S —5) =0,

jez ma dva kofeny —16 a 5. Protoze obsah S trojuhelniku ABP je nezaporné dislo,
vyhovuje pouze S = 5. Odtud jiz snadno dopoc¢teme z vyse uvedenych vztahtt Spep = 3
a Scpp = 6. Obsah celého ¢tyfthelniku ABCD vyjadieny v cm? tak je

S+ Sgecp +Scpp+Sapp=5+3+6+10 = 24.

Zdvér. Obsah ¢étyfuhelniku ABCD je 24 cm?.

Jiné feseni. Délky tseéek PA, PB, PC, PD (vyjadfené v cm) ozna¢ime po fadé
a, b, ¢, d. Podle zndmého vzorce S = %uv sinw pro obsah trojuhelniku, jehoz strany
délek u a v sviraji tthel velikosti w, vyjadiime podminky tlohy rovnostmi

1 1 1 1 1
8 = §absingp + ibcsin(n —), 9= §bcsin(n — )+ icdsin v, 10= §dasin(n — ),

kde ¢ = [XAPB|. Kvili jednodussim zépisim polozime k = %sing = 3 sin(n — ¢).

Dostaneme tak soustavu rovnic ’
8 = kab + kbc, 9 = kbc+ ked, 10 = kda, (1)
z niz budeme hledat obsah S étyfthelniku ABCD, ktery bude v cm? vyjadfen vzorcem
S = kab + kbc + ked + kda. (2)
Nejprve vhodnou kombinaci druhé a tteti rovnice (1) vylouc¢ime d:
9a — 10c = kabc. (3)

Kombinaci této rovnice s prvni rovnici (1), jejiz pravou stranu upravime na souéin
kb(a + ¢), vylouéime b:
(9a — 10¢)(a + ¢) — 8ac = 0.

Diky identité
(9a — 10¢)(a + ¢) — 8ac = 9a* — 9ac — 10¢* = (3a — 5¢)(3a + 2¢)

tak vidime, Ze pro (kladnd) ¢isla a, ¢ plati 3a = 5¢ neboli 9a = 15¢, a proto rovnost (3)
lze prepsat jako 5¢ = kabe, odkud kab = 5. Z rovnosti (1) pak plyne kbc = 3 a ked = 6,
coz vse po dosazeni do (2) spolu s hodnotou kda = 10 vede k vysledku S = 24.

Za uplné feseni udélte 6 bodi, z toho 1 bod za vyjadfeni obsahu pomoci jednoho ze tii trojuhelniku
ABP, BCP ¢i CDP, 2 body za zdivodnéni iméry mezi obsahy Ctyf trojihelnikd, 1 bod za sestaveni
odpovidajici rovnice a 1 bod za jeji vyfeseni. Pokud fesitel spravné vypocte obsah pouze pro specialné
zvoleny vyhovujici ¢tyfuhelnik ABCD (napiiklad s navzdjem kolmymi thlop#ickami), udélte nejvyse
2 body.



3. Nejprve dokazeme pro libovolna a,b > 0 jednodussi nerovnost

ab
a? — ab + b2 =1 (1)

Jmenovatel zlomku na levé strané je ziejmé kladny, nebot
a®* —ab+b* = (a— 1b)* + 3% > 0.

Pokud jim tedy vynasobime obé strany této nerovnosti, dostaneme ekvivalentni nerov-

nost
ab < a® — ab + b2,

kterd je ekvivalentni se ziejmou nerovnosti 0 < (a — b)?. Proto plati i nerovnost (1)
a rovnost v ni nastane, pravé kdyz a = b.

Zéménnou proménnych (a,b) v nerovnosti (1) proménnymi (b, ¢), (¢, a) dostaneme
postupné nerovnosti

be
— — <1 2
b2 —bc+c2 = 7 (2)
Y (3)

c2—ca+a? ~

v nichz nastane rovnost, pravé kdyz po fadé plati b =c a c = a.
Se¢tenim nerovnosti (1), (2) a (3) pak dostaneme dokazovanou nerovnost

ab n be n ca <3
a2 —ab+b2 b2 —bc+c?2 c2—cata? T

Rovnost v ni nastane, pravé kdyz nastane rovnost ve vSech tfech uzitych nerovnostech,
tj. pravé kdyz a = b = c.
Za 1plné feseni udélte 6 bodu. Za konstatovani, ze stac¢i dokdzat nerovnost (1), udélte 2 body, za jeji

aplny dikaz ¢i odkaz na Sestou tlohu domaciho kola udélte dalsi dva body. Pokud student opomene
zminit, Ze jmenovatel zlomku na levé strané je kladny, strhnéte 1 bod.



