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Uloha I-1

Najdéte vSechny surjektivni funkce f: N — N takové, ze pro vsechna kladna celd ¢isla a a b plati
pravé jedna z nasledujicich rovnosti:

fla) = f(b),
fla+b) = min{f(a), f(b)}.

Poznamky: N oznacuje mnozinu vSech kladnych celych cisel. Funkci f: X — Y nazyvame surjek-
tivni, jestlize pro kazdé y € Y existuje z € X takové, ze f(x) = y.

Uloha I-2

Necht n > 3 je celé ¢islo. Vnitrni whlopricka jednoduchého n-ihelniku je thlopricka, ktera celd lezi v
tomto n-thelniku. Oznaéme D(P) pocet vSech vnitinich tihlopficek jednoduchého n-tithelniku P
a oznacme D(n) nejmensi moznou hodnotu D(Q), kde @ je libovolny jednoduchy n-thelnik.
Dokazte, ze zddné dvé vnitini thlopticky jednoduchého n-thelniku P se neprotinaji (pfipadné se
protinaji pouze ve spole¢ném krajnim bodé), pravé tehdy kdyz D(P) = D(n).

Poznamka: Jednoduchy n-tthelnik je mnohothelnik s n vrcholy, ktery sdm sebe neprotina. Mno-
hothelnik neni nutné konvexni.

Uloha I-3

Necht ¢tyrihelnik ABCD je tétivovy. Necht bod E je prusecikem ptrimek rovnobéznych s AC
a BD prochazejicich po fadé body B a A. Piimky EC a ED se protinaji s kruznici opsanou
trojuhelniku AEB déale po fadé v bodech F' a G. Dokazte, ze body C, D, F' a G lezi na jedné
kruznici.

Uloha I-4

Najdéte vSechny dvojice kladnych celych ¢isel [m, n], pro kterd existuji vzajemné nesoudélnd celd
¢isla a a b vétsi nez 1 takova, ze

am + bm
a™ + bn
je celé cislo.
Cas: 5 hodin
Cas na dotazy: 60 min 1 / 1

Za kazdou lohu lze ziskat 8 bodt.
Ulohy nejsou Tazeny podle obtiznosti.
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Uloha T-1

Dokazte, ze pro vSechna kladné realna ¢isla a, b, ¢ takové, ze abc = 1, plati nasledujici nerovnost:

a n b n c <a2+b2+c2
20+ 2c+a?  2a+0b2 3 '

Uloha T-2
Urcete vSechny funkce f: R\{0} — R\{0} takové, ze

@y f(x) + f(1) = 2 f(2) + f(y)

plati pro vsechna nenulova redlna cisla x a y.

Uloha T-3

V radé stoji n student na pozicich od 1 do n. Zatimco se ucitel diva jinam, nékteri studenti
zméni své pozice. Kdyz se ucitel podiva zpét, studenti opét stoji v radé. Jestlize student, ktery
byl pivodné na pozici 4, je ted na pozici j, fekneme, Ze se tento student premistil o |i — j| krokd.
Urcete nejvétsi mozny soucet krokt, kterého mohou vsichni studenti dosahnout.

Uloha T-4

Necht N je kladné celé ¢islo. V kazdém z N? jednotkovych étvercii tabulky N x N je zakreslena
jedna z jeho dvou thlopricek. Zakreslené tthlopricky rozdéluji tabulku N x N na K oblasti. Pro
kazdé N urcete nejmensi a nejvétsi moznou hodnotu K.

Piiklad pro N =3, K =7

Cas: 5 hodin

Cas na dotazy: 60 min 1 / 2
Za kazdou ulohu lze ziskat 8 bodu.

Ulohy nejsou fazeny podle obtiznosti.
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Uloha T-5

Necht ABC' je ostrotuihly trojihelnik, kde |AB| > |AC|. Dokazte, Ze existuje bod D s néasledujici
vlastnosti: jestlize dva rtzné body X a Y lezi ve vnitini oblasti trojihelniku ABC' tak, ze body
B, C, X aY lezi na jedné kruznici a plati

|LAXB| - |£ACB| = |LCY A| — |ZCBA|,

pak primka XY prochazi bodem D.

Uloha T-6

Necht I je stted kruznice vepsané trojihelniku ABC, kde |AB| > |AC|, a necht pfimka AI protina
stranu BC' v bodé D. Predpoklddejme, Ze bod P lezi na usec¢ce BC' a plati |PI| = |PD|. Déle
necht bod J je obrazem bodu I v osové soumérnosti ur¢ené osou tisecky BC' a necht @ je dalsi
prusecik kruznic opsanych trojihelnikim ABC a APD. Dokazte, ze |/ BAQ| = |£CAJ|.

Uloha T-7

Najdéte vSechny usporadané dvojice kladnych celych ¢isel [a, b] tak, ze

al + bl = a® + b2,

Uloha T-8

Necht n > 2 je celé ¢islo. Urcete pocet kladnych celych éisel m takovych, Zze m < n a m? +1 je
délitelné ¢islem n.

Cas: 5 hodin

Cas na dotazy: 60 min 2 / 2
Za kazdou ulohu lze ziskat 8 bodu.

Ulohy nejsou fazeny podle obtiznosti.



